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概要：　可積分系の応用解析の最前線 (文献 [10], [11], [25])を解説する．まず，qdアルゴ
リズムを discrete-time semi-infinite Toda方程式とみなし，その空間変数に関するシフト
(k ⇒ k + 1)によりO(m2)の計算量で Class N 関数のChebyshev連分数展開が計算でき
ることをみる．同様に，discrete Schur flowの空間シフトにより Class C 関数の Perron

連分数展開が可能である．これらの可積分系はそれぞれ実軸上，単位円周上の直交多項
式の測度の１パラメータ変形方程式の可積分差分として導かれる．symmetricな測度に限
れば，変形方程式は semi-infinite Lotka-Volterra系，semi-discrete modified KdV方程式
に帰着する．また，qdアルゴリズム，full-discrete modified KdV方程式，discrete-time

Lotka-Volterra系の時間発展 (n ⇒ n + 1)は，それぞれ，行列の固有値，多項式の零点，
行列の特異値の計算機能をもつことを明らかにする．

1 アルゴリズムと可積分系　－序－

近年，多くの数値計算および最適化アルゴリズムが可積分系と関連づけて理解されるようになっ

た [17](第 5章)．そのようなアルゴリズムは以下の四つのクラスに分類される．

• 線形化可能な勾配系 (e.g., Karmarkarの力学系 [12], べき乗法 [16])

• 行列の固有値保存変形 (e.g., QRアルゴリズム [23], Jacobi法 [13])

• 連分数展開アルゴリズム (e.g., qdアルゴリズム [19], ε-アルゴリズム [18])

• 加法公式型アルゴリズム (e.g., 算術幾何平均のアルゴリズム [3], 算術調和平均のアルゴリズ

ム [15])

本稿は qdアルゴリズムを中心とした連分数展開に関わる可積分系の解説である．数列の収束を加

速する ε-アルゴリズムの話題については文献 [17](第 6章)を参照されたい．§2 では，基礎事項と
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して qdアルゴリズム (discrete-time semi-infinite Toda方程式)とそのClass N 関数のChebyshev

連分数への応用について述べる．最近，Mukaihira-Nakamura [10] は単位円周上の直交多項式を定

める測度の１パラメータ変形から Schur flow (semi-discrete complex modified KdV方程式)を導

き，さらに，その可積分差分 (広田差分)として discrete Schur flowを得た．§3では discrete Schur

flowによるClass C 関数のPerron連分数の計算について述べる．これらは可積分系の空間変数方

向への計算 (k ⇒ k + 1)である．

一方，時間変数方向への計算 (n⇒ n+1)の例として，§2では，qdアルゴリズムによる多項式の
零点の計算，３重対角行列の固有値計算，§3では，full-discrete modified KdV方程式による多項式

の零点の計算 [11] について述べる．さらに，§4 では [25]に従って，discrete-time Lotka-Volterra

系の時間変数方向への計算によって行列の特異値計算が可能であることを明らかにする．証明に

おいて discrete-time Lotka-Volterra系のタウ関数の漸近挙動と Lax形式が本質的である．

2 Chebyshev連分数とToda方程式

w = f(z) をClass N関数とする．すなわち，f は上半面 Im z > 0 から上半面 Imw ≥ 0 への解

析関数である．Nevanlinna補間問題とは与えられたデータ zj, wj に対してwj = f(zj) なるClass

N 関数を見つける問題である．ある条件のもとで解は Nevanlinnaの積分公式 [1]

f(z) =
∫ ∞

−∞
dσ(x)
z − x (1)

をもつ．σ(x) は適当な性質をもつ非減少関数である．さらに，モーメント列

sk ≡
∫ ∞

−∞
xkdσ(x)

を導入すれば，Class N 関数 f のべき級数展開

f(z) = s0z−1 + s1z−2 + s2z−3 + · · · (2)

を得る．関連する問題にHamburgerモーメント問題がある．これは，与えられたモーメント列か

ら sk =
∫ ∞
−∞ x

kdσ(x) なる σ(x) を構成する問題である．

本稿で考えるのは与えられたモーメント列からClass N 関数のChebyshev連分数を具体的に計

算する問題である．Class N 関数のべき級数 f(z) = s0z−1 + s1z−2 + s2z−3 + · · · は以下の意味で
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Chebyshev連分数展開

f(z) =
s0

z − q(0)1 −
q
(0)
1 e

(0)
1

z − q(0)2 − e(0)1 −
q
(0)
2 e

(0)
2

z − q(0)3 − e(0)2 − .. .

(3)

が可能である．すなわち，この連分数の m次の打ち切り (m次の有理関数)を z−1 についてべき級

数展開したものは，s2m−1z
−2m の項に至るまで，もとのべき級数 s0z

−1+s1z−2+s2z−3+ · · ·に一
致する．すなわち，Chebyshev連分数は f(z)のPadé近似を与える．例えば，[6]参照．Chebyshev

連分数の係数は Hankel行列式の比によって

q
(0)
k =

τ
(0)
k−1τ

(1)
k

τ
(1)
k−1τ

(0)
k

, e
(0)
k =

τ
(1)
k−1τ

(0)
k+1

τ
(0)
k τ

(1)
k

, k = 1, 2, . . . ,

τ
(n)
0 ≡ 1, τ

(n)
k ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

sn sn+1 · · · sn+k−1

sn+1 sn+2 · · · sn+k

...
...

...

sn+k−1 sn+k · · · sn+2k−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, n = 0, 1, . . . . (4)

と表される．s0, . . . , s2m−1 を与えられたモーメント列とする．係数のうち簡単なものは

q
(0)
1 =

s1
s0
, e

(0)
1 =

∣∣∣∣∣∣∣
s0 s1

s1 s2

∣∣∣∣∣∣∣
s0s1

, q
(0)
2 =

s0

∣∣∣∣∣∣∣
s1 s2

s2 s3

∣∣∣∣∣∣∣
s1

∣∣∣∣∣∣∣
s0 s1

s1 s2

∣∣∣∣∣∣∣
, · · · .

と書けるが，q(0)m , e(0)m−1 には m 次行列式 τ
(0)
m , τ (1)

m が現れる．

行列式の直接計算による計算量の増大を避けるため，新しい添え字 n = 0, 1, . . .をもつ変数 q
(n)
k ,

e
(n)
k を漸化式

e
(n)
k+1 = e

(n+1)
k + q(n+1)

k+1 − q(n)
k+1, k = 1, 2, . . . ,

q
(n)
k+1 =

q
(n+1)
k e

(n+1)
k

e
(n)
k

, n = 0, 1, . . . (5)

により導入しよう．ただし，初期値を

e
(n)
0 = 0, q

(n)
1 =

sn+1

sn
, n = 0, . . . , 2m− 2 (6)
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と定める．この漸化式を qd (quotient difference) アルゴリズム [19]という．ポイントは連分数に

は登場しない e(n)
k , q(n)

k+1, n = 1, 2, 3, . . ., の導入によって q
(0)
k , e(0)k の計算量の多項式性を実現する

ことにある．変数 q
(n)
k , e(n)

k の相互関係は qd table

q
(0)
1

e
(1)
0 e

(0)
1

q
(1)
1 q

(0)
2

e
(2)
0 e

(1)
1

. . .

q
(2)
1

. . . q
(0)
m

...
... e

(0)
m−1

... · · ·
e
(2m−2)
0 e

(2m−3)
1

q
(2m−2)
1

k =⇒ k + 1

によって視覚化される．計算は左端の２列からスタートして k ⇒ k + 1 となるように右方向に進

む．与えられた s0, . . . , s2m−1 から O(m2) 回の乗除算で e
(0)
k , q(0)k+1, k = 1, . . . , m− 1, が求められ

て完了することがわかる．e(n)
k , q(n)

k+1もまたHankel行列式の比によって

q
(n)
k =

τ
(n)
k−1τ

(n+1)
k

τ
(n+1)
k−1 τ

(n)
k

, e
(n)
k =

τ
(n+1)
k−1 τ

(n)
k+1

τ
(n)
k τ

(n+1)
k

と表され，後で見るように discrete-time semi-infinite Toda方程式 (離散時間可積分系)の解とみ

なせるが，この事実から，なぜ可積分系が連分数型アルゴリズムの開発に有効かの一端が理解で

きよう．

ここで例を与えよう． m = 3 とし，有理関数のべき級数展開

z2 − 4z + 3
z3 − 3z2 − 10z + 21
= z−1 − z−2 + 10z−3 − 10z−4 + 118z−5 + 134z−6 + · · ·

の最初の６項から初期値

e
(n)
0 = 0,

q
(0)
1 = −1, q

(1)
1 = −10, q

(2)
1 = − 1

10
, q

(3)
1 = −118, q

(4)
1 =

67
59
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を定める．qd tableは以下の通り．

−1
0 −9

−10 11

0 99/10 1/11

−1/10 131/110 21/11

0 −1179/10 210/1441

−118 15620/131

0 7029/59

67/59

この結果，Chebyshev連分数が求められるが，Chebyshev連分数は最初の有理関数を回復するこ

とは明らか．

1

z + 1
−
(−9) · (−1)
z − 11 + 9

−
11 · 1/11

z − 21/11− 1/11
=

z2 − 4z + 3
z3 − 3z2 − 10z + 21

もし６項より多くのデータを用いても τ
(0)
4 = 0, e(0)3 = 0 となり Chebyshev連分数は変わらない．

６項より少なければ，最初の有理関数を近似する小さな次数の有理関数を得ることになる．qdア

ルゴリズムによる Chebyshev連分数計算の Laplace変換への応用が [14]にある．

つぎに，qdアルゴリズムから semi-infinite Toda方程式へのルート ([8],[14])について簡単に述

べよう．従属変数 Jk(n), Vk(n) を

J
(n)
k ≡ 1− q(n)

k

ε
, V

(n)
k ≡ e

(n)
k

ε2
(7)

により導入する．ここに，ε は適当な定数．qdアルゴリズムの漸化式は

J
(n+1)
k − J(n)

k

ε
= V (n+1)

k−1 − V (n)
k ,

V
(n+1)
k − V (n)

k

ε
= V (n+1)

k J
(n+1)
k − V (n)

k J
(n)
k+1

と書ける．t = nεとおいて連続極限 ε→ 0をとり J(n)
k = Jk(nε) → Jk(t), V

(n)
k = Vk(nε) → Vk(t)

と書くと，漸化式は semi-infinite Toda方程式

dJk

dt
= Vk−1 − Vk,

dVk

dt
= Vk(Jk − Jk+1), k = 1, 2, . . . (8)

に移行する．ゆえに qdアルゴリズムは discrete-time Toda方程式とみなせることになる．qdアル

ゴリズムの変数 (添え字) k, n はそれぞれToda方程式の空間，時間変数に対応する．従って，上で
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述べた qdアルゴリズムによるChebyshev連分数の計算は，Toda方程式の空間シフト k⇒ k+ 1

による連分数計算とも言うことができよう．

なお，semi-infinite Toda方程式は，実軸上の直交多項式を定める測度 dσ(x)の１パラメータ変形

dσ(x, t) = exp(−xt)dσ(x, 0)が引き起こす直交多項式の係数の変形ともみることができる ([9], [2])．

測度 σ(x)が symmetric条件 dσ(x) = dσ(−x) を満たすとき，モーメントについて s2j−1 = 0とな

る．Hermite多項式などがこの場合に含まれる．symmetric条件を満たす (高次の)１パラメータ

変形 dσ(x, t) = exp(−x2t)dσ(x, 0)は，直交多項式の係数について semi-infinite Lotka-Volterra系

duk

dt
= uk(uk+1 − uk−1), k = 1, 2 . . . , u0 = 0

を変形方程式とする可積分変形を引き起こす．この Lotka-Volterra系に対応するChebyshev連分

数は

f(z) =
s0

z −
u

(0)
1

z −
u

(0)
2

z − .. .

である．

さて，qdアルゴリズムの時間発展 n⇒ n+1の応用について概説する．拡張された qd table [5]

q
(0)
1 q

(−1)
2 · · · q

(1−m)
m

e
(1)
0 e

(0)
1 e

(−1)
2 · · ·

n q
(1)
1 q

(0)
2 · · · q

(2−m)
m

⇓ e
(2)
0 e

(1)
1 e

(0)
2 · · ·

n+ 1 q
(2)
1 q

(1)
2 · · · q

(3−m)
m

e
(3)
0 e

(2)
1 e

(1)
2 · · ·

q
(3)
1 q

(2)
2 · · · q

(4−m)
m

...
...

...
...

...
...

を用意する．時間発展 n⇒ n+ 1 に従って上から下に計算する．もし，初期値と境界値を零でな

い定数 bk を用いて

q
(0)
1 = −b1

b0
, q

(−1)
2 = 0, . . . q

(2−m)
m−1 = 0, q(n−m)

m = 0,

e
(n)
0 = 0, e

(0)
1 =

b2
b1
, e

(−1)
2 =

b3
b2
, . . . e

(2−m)
m−1 =

bm
bm−1

, n = 1, 2, . . . (9)
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と与えれば，q(n)
k と e

(n)
k は n → ∞ で genericに，それぞれ，ある零でない定数 λk と 0 に収束

する．面白いことに，定数 1/λk は多項式

p(z) = b0 + b1z + b2z2 + · · ·+ bmzm

の零点に他ならない [5]．以上が progressive qdアルゴリズムによる多項式の零点計算のあらすじ

である．もとの qdアルゴリズムによる有理型関数の極の計算における数値不安定性を改良してい

ることから progressiveと名づけられたものである．収束性の証明には零点のmodulusが異なると

いう条件が必要である．すべての零点を同時に計算するため一般に収束は遅い．

qdアルゴリズムの時間発展 n⇒ n+ 1のもう一つの応用，３重対角行列の固有値計算，につい

て述べよう．A(0) を

A(0) ≡




q
(0)
1 q

(0)
1 e

(0)
1 0

1 q
(0)
2 + e(0)1 q

(0)
2 e

(0)
2

1
. . . . . .
. . . . . . q

(0)
m−1e

(0)
m−1

0 1 q
(0)
m + e(0)m−1




(10)

なる３重対角行列の固有値とする．対称行列の場合，Householder変換を施せば３重対角化でき，

さらにその非対角成分に零がないとすれば常にこの形で表すことができる．もし，零があれば，サ

イズの小さな固有値問題に帰着して扱えばよい．

さて，行列 A(0) は以下のように LR 分解可能である．

A(0) = L(0)R(0),

L(0) ≡




q
(0)
1 0
1 q

(0)
2

. . . . . .

1 q
(0)
m



, R(0) ≡




1 e
(0)
1

1
.. .
. . . e

(0)
m−1

0 1




qdアルゴリズムの時間発展 n = 0⇒ n = 1 は

A(0) ⇒ A(1)

に同値である．ここに，A(1) は因子 L(0), R(0) の交換

A(1) ≡ R(0)L(0),
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A(1) =




q
(1)
1 q

(1)
1 e

(1)
1 0

1 q
(1)
2 + e(1)1 q

(1)
2 e

(1)
2

1
. . . . . .
. . . . . . q

(1)
m−1e

(1)
m−1

0 1 q
(1)
m + e(1)m−1




によって定められる３重対角行列である．A(1) は再度 LR分解可能である．以上の操作を繰り返

せば，qdアルゴリズムの時間発展 n⇒ n + 1 は similarity変換

A(n) ⇒ A(n+1) = R(n)A(n)(R(n))−1, n = 0, 1, . . . (11)

として表現できる．A(n) の固有値が初期値 A(0) の固有値に一致することは明らか．上で述べた

q
(n)
k , e(n)

k の n→ ∞ における漸近挙動より

lim
n→∞A

(n) =




λ1 0
1 λ2

. . . . . .

0 1 λm




がわかるから，結局，定数 λk は A(0) の固有値に他ならない．この LR分解と因子の交換の手順

を特に LRアルゴリズム [5]という．LRアルゴリズムの類似は今日 QRアルゴリズムとして標準

的固有値計算法となっている．

3 Perron連分数とSchur Flows

単位円盤 |z| < 1から上半面 Imw ≥ 0への解析関数 w = f(z) の全体をClass C 関数という．与

えられた zj , wj に対して wj = f(zj)なるClass C 関数 w = f(z)を見つける問題をCarathéodory

補間問題という．この場合には解のHerglotzの積分公式 [1]

f(z) =
1
2π

∫ π

−π

eiθ + z
eiθ − zdσ(θ) (12)

が知られている，ここに，σ(θ) は [−π, π]上の適当な非減少関数である．f(z)はしばしばHerglotz

関数と呼ばれる．モーメントを

s0k ≡ 1
2π

∫ π

−π
eikθdσ(θ)

と定義すれば，Herglotz関数は

f(z) = s00 + 2s0−1z + 2s0−2z
2 + 2s0−3z

3 + · · · (13)
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とべき級数展開される．与えられたモーメント s0k から σ(θ) を構成する問題はこの場合３角モー

メント問題という．一方，単位円盤から単位円盤への解析関数の全体を Class Sという．Class S

の関数はすべて有理変換によってClass Cの関数に移る [1]．そこでここでは Class C 関数に限定

してその連分数展開を考察することにする．

Class C 関数は Padé近似の意味で Perron連分数展開

f(z) =
s00

1−
2α0

1z

1 + α0
1z +

α0
2

α0
1

(1− |α0
1|2)z

1− α0
2

α0
1

z +

α0
3

α0
2

(1− |α0
2|2)z

1− α0
3

α0
2

z + ...

(14)

をもつ．ここに，係数 α0
k は Schurパラメータと呼ばれ，モーメントのなす Toeplitz行列式の比

α0
k ≡ τ̂0

k

τ0
k

,

τn
0 ≡ 1, τn

k ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

sn0 sn1 · · · snk−1

sn−1 sn0 · · · snk−2

...
...

. . .
...

sn1−k sn2−k · · · sn0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, n = 0, 1, . . . ,

τ̂n
0 ≡ 1, τ̂n

k ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

sn1 sn2 · · · snk

sn0 sn1 · · · snk−1
...

...
. . .

...

sn2−k sn3−k · · · sn1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, k = 1, 2, . . . (15)

で表される．添え字 n = 1, 2, . . .はPerron連分数を計算するアルゴリズムの定式化の際に必要と

なる．

Mukaihira-Nakamura [10] は discrete-time complex modified KdV方程式 (discrete Schur flow)

によって Perron連分数に現れる Schurパラメータが多項式時間で計算できることを見いだした．

s00, . . . , s
0−m を与えられたモーメントとする．Perron連分数は discrete Schur flowの漸化式

αn+1
k − αn

k =
γn+1

k

γn
k

(
1− |αn

k |2
) (
αn+1

k−1 − αn
k+1

)
,

γn
k

γn
k+1

= 1− |αn
k |2,

sn+1
j = snj−1 + s

n
j+1, s0j = s0−j (16)

9



によって初期値

αn
0 = 1, αn

1 =
sn1
sn0
, γn

1 =
1
sn0
, n = 0, 1, . . . , m− 1 (17)

から逐次的に定められる．γn
k は拡張された Schurパラメータ αn

k の漸化式を閉じた形に書くため

に導入された補助変数である．以下の “discrete Schur flow table”において左端の２列を初期値と

し k⇒ k + 1 なる方向に計算は遂行される．

k = 0 k = 1 k = 2 k = 3 · · · k = m

n = 0 α0
1 α0

2 α0
3 · · · α0

m

γ0
1 γ0

2 γ0
3 · · · γ0

m

n = 1 α1
0 α1

1 α1
2 · · · α1

m−1

γ1
1 γ1

2 · · · γ1
m−1

n = 2 α2
0 α2

1 . . .

γ2
1

n = 3 α3
0

... . . .
...

... αm−1
1

γm−1
1

n = m αm
0

k =⇒ k + 1

この結果 α0
k は s00 + 2s0−1z + · · ·+ 2s0−mz

m のPerron連分数展開の係数を与える．Chebyshev連

分数計算の qdアルゴリズムと同様に，O(m2) 回の乗除算で全ての α0
k, γ

0
k, k = 1, . . . , m, が計算

される．

例を与える．m = 4, i ≡ √−1 とする．４次の複素有理関数のべき級数展開

f(z) =
12 + (3 + 9i)z + 10iz2 + (−3 + 9i)z3 − 12z4

12 + (15− 3i)z + 16z2 + (15 + 3i)z3 + 12z4

= 1 + (−1 + i)z + −1 − 2i
3

z2 +
5− i
12

z3 +
−40 + 7i

72
z4 + · · ·

の最初の５項から discrete Schur flowの初期値を

α0
1 = −1 + i

2
, α1

1 = −5 + 2i
6

, α2
1 = −31 + 11i

40
,

α3
1 = −296 + 89i

372
, γ0

1 = 1, γ1
1 = −1, γ2

1 =
3
5
, γ3

1 = −12
31

と設定する．漸化式の計算で α0
2 = (1 + i)/3, α0

3 = −(1 + i)/4, α0
4 = −i となるから，Perron連

10



分数

1

1 +
(1− i)z

1− 1− i
2
z −

2
3
· 1
2
z

1 +
2
3
z −

3
4
· 7
9
z

1 +
3
4
z −

4
1− i ·

7
8
z

1 +
4

1− iz

= f(z)

がもとの複素有理関数を回復することがわかる．

つぎに discrete Schur flow， Schur flow および modified KdV (mKdV)方程式の相互関係につ

いて説明する．まず，拡張された Schurパラメータは αn
k = τ̂n

k /τ
n
k と表されることに注意する．

t = nε とし連続極限 ε→ 0 をとれば

γn+1
k

γn
k

=
γk(nε+ ε)
γk(nε)

→ 1, αn
k = αk(nε)→ αk(t)

となることから，Schur flow

dαk

dt
= (1− |αk|2)(αk−1 − αk+1), k = 0, 1, . . . (18)

を得る．Schur flowは [10] において単位円周上の直交多項式 (Szegö 多項式)を定める測度の１

パラメータ変形 dσ(θ, t) = exp{(eiθ + e−iθ)t}dσ(θ, 0) により誘導された．discrete Schur flowは

Schur flowから可積分差分 (広田差分)の手法により導出された [10]．symmetricな測度の場合，

dσ(θ) = dσ(−θ)，モーメントと Schurパラメータはそれぞれ s0j = s
0−j , αk = αk を満たす．この

結果，Schur flowは Ablowitz-Ladikによる semi-discrete mKdV方程式

dαk

dt
= (1− αk

2)(αk−1 − αk+1), k = 0, 1, . . .

に帰着する．高次の１パラメータ変形 dσ(θ, tj) = exp{(eiθ + e−iθ)jtj}dσ(θ, 0) による Schur flow

hierarchy, j = 1, 2, . . . を考えれば，generalな測度と symmetricな測度の場合の変形方程式の違

いはより顕著となる．なお，symmetricな場合の t2-flowは unitary matrix model で知られてい

る．また，discrete Schur flowにおける変数 (添え字)k, n はそれぞれ semi-discrete mKdV方程式

の空間，時間変数に対応する．従って，discrete Schur flow によるPerron連分数の計算は空間シ

フト k ⇒ k + 1 を利用したものとみることができる．

さて，[11] に従って discrete Schur flowの時間発展の応用を論じよう．まず，漸化式を拡張して

正と負の両方の添え字について full-discrete mKdV方程式

αn+1
k − αn

k =
γn+1
±k

γn
±k

(
1− αn

kα
n
−k

) (
αn+1

k∓1 − αn
k±1

)
, k = ±1,±2, . . . ,

11



γn
k

γn
k+1

= 1− αn
kα

n
−k, k = 1, 2, . . . (19)

を準備する．ここではモーメントは symmetric条件 sj = s−j を満たすものとする．解は

αn
k =

τ̂n
k

τn
k

, k = 0,±1,±2, . . . , γ n
k =

τn
k−1

τn
k

, k = 1, 2, . . . ,

τn
0 = 1, τn

k = |s±i∓j |1≤i,j≤±k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

sn0 sn∓1 · · · sn±1−k

sn±1 sn0 · · · sn±2−k

...
...

. . .
...

snk∓1 s
n
k∓2 · · · sn0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

τ̂n
0 = 1, τ̂n

k = |s±i∓j±1|1≤i,j≤±k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

sn±1 sn0 · · · sn±2−k

sn±2 sn±1 · · · sn±3−k
...

...
. . .

...

snk snk∓1 · · · sn±1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(20)

と表される．さらに，“progressive discrete Schur flow table”

n = 0 α0−m α0
1−m · · · α0−1 α0

0 α0
1 · · · α0

m−1 α0
m

n = 1 α1−m α1
1−m · · · α1−1 α1

0 α1
1 · · · α1

m−1 α1
m

n = 2 α2−m α2
1−m · · · α2

−1 α2
0 α2

1 · · · α2
m−1 α2

m

n = 3 α3−m α3
1−m · · · α3−1 α3

0 α3
1 · · · α3

m−1 α3
m

n = 4 α4−m α4
1−m · · · α4−1 α4

0 α4
1 · · · α4

m−1 α4
m

...
...

...
...

...
...

...
...

を導入する．初期値と境界値が

α0
j = (−1)j cj

c0
, j = 1, 2, . . . , m,

α0
−m = (−1)m c0

cm
, α0

j = 0, j = −1,−2, . . . , 1−m,
αn+1
±m = αn

±m, n = 0, 1, . . . (21)

と与えられるものとすれば，Hankel行列式の n→ ∞ での漸近挙動を用いて，Schurパラメータ

の比が

lim
n→∞

αn
k

αn
k−1

= zk, k = 1, 2, . . . , m (22)

のように ある定数 zk に収束すること，および，zk は多項式

q(z) = c0zm + c1zm−1 + · · ·+ cm−1z + cm

12



の実単純な零点であることが証明できる [11]．以上により，discrete Schur flowには連分数計算だけ

でなく多項式の零点の計算機能があることがわかった．progressive discrete Schur flowはHenrici

による progressive qdアルゴリズム [5]の対応物とみなせよう．

4 Lotka-Volterra系による特異値計算

§2で，実軸上の直交多項式を定める symmetricな測度の高次の１パラメータ変形として semi-

infinite Lotka-Volterra系が導かれることに触れた．本節では，Tsujimoto-Nakamura-Iwasaki [25]

に従って finite Lotka-Volterra系

duk(t)
dt

= uk(t)(uk+1(t)− uk−1(t)), k = 1, . . . , 2m− 1,

u0(t) = 0, u2m(t) = 0, t ≥ 0

について考える．この方程式の可積分差分として，例えば，discrete-time Lotka-Volterra系

u
(n+1)
2k−1

(
1 + u(n+1)

2k−2

)
= u

(n)
2k−1

(
1 + u(n)

2k

)
, u

(n)
0 = 0, k = 1, . . . , m,

u
(n+1)
2k

(
1 + u(n+1)

2k−1

)
= u

(n)
2k

(
1 + u(n)

2k+1

)
, u

(n)
2m = 0, n = 0, 1, . . . (23)

が知られている [7]．この方程式の解 (タウ関数解)は以下の通りである．まず， {an
j } を線形差分

方程式

an+1
j = an

j+1 + a
n
j , j, n = 0, 1, . . . (24)

を満たす数列とする．これを用いてHankel行列式

H
(n)
k,j ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

an
j an

j+1 · · · an
j+k−1

an
j+1 an

j+2 · · · an
j+k

...
...

...

an
j+k−1 an

j+k · · · an
j+2k−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, k = 1, 2, . . . , m,

H
(n)
−1,j ≡ 0, H

(n)
0,j ≡ 1, H

(n)
m+1,j ≡ 0, j, n = 0, 1, 2, . . . (25)

を定める，ただし，正値性

H
(n)
k,0 > 0, k = 1, 2, . . . , m

が成り立つものとする．このとき，

u
(n)
2k−1 =

H
(n)
k,1H

(n+1)
k−1,0

H
(n)
k,0H

(n+1)
k−1,1

, u
(n)
2k =

H
(n)
k+1,0H

(n+1)
k−1,1

H
(n)
k,1H

(n+1)
k,0

(26)

13



なる u
(n)
2k−1, u

(n)
2k は discrete-time Lotka-Volterra系を満足する．

以下では，Hankel行列式 H
(n)
k,j の n → ∞ での漸近挙動を調べ，discrete-time finite Lotka-

Volterra系の解 u
(n)
2k−1 が与えられた長方形行列の特異値 (の逆数)に収束することを明らかにする．

まず，新しい従属変数

w
(n)
2k−1 ≡ H

(n)
k,1H

(n)
k−1,0

H
(n)
k,0H

(n)
k−1,1

, w
(n)
2k ≡ H

(n)
k+1,0H

(n)
k−1,1

H
(n)
k,1H

(n)
k,0

.

を導入する．w(n)
2k−1, w

(n)
2k と u

(n)
2k−1, u

(n)
2k の相互関係は

w
(n)
1 = u

(n)
1 , w

(n)
2k+1 = u

(n)
2k+1

(
1 + u(n)

2k

)
,

w
(n)
2k = u

(n)
2k

(
1 + u(n)

2k−1

)
, k = 1, 2, . . . , m− 1

の通りである．有理型関数のべき級数から定まるHankel行列式の解析的性質 (cf. [5])の帰結とし

て，[25]において

lim
n→∞w

(n)
2k−1 =

1
zk
, lim

n→∞w
(n)
2k = 0 (27)

が示されている．線形差分方程式 an+1
j = an

j+1+a
n
j が証明の keyである．これより直ちにdiscrete-

time finite Lotka-Volterra系のタウ関数解の漸近挙動

lim
n→∞ u

(n)
2k−1 =

1
zk
, lim

n→∞u
(n)
2k = 0

が従う．零でない定数 zk の意味を明らかにするため discrete-time finite Toda方程式

q
(n+1)
k e

(n+1)
k = q

(n)
k+1e

(n)
k , k = 1, 2, . . . , m− 1,

q
(n+1)
k + e(n+1)

k−1 = q
(n)
k + e(n)

k , k = 1, 2, . . . , m,

e
(n)
0 = 0, e(n)

m = 0, n = 0, 1, . . .

の discrete Lax形式を準備しよう．§2にも登場した qdアルゴリズムの時間発展の similarity変換

の表示は

L(n+1)R(n+1) = R(n)L(n),

L(n) =




q
(n)
1 0
1 q

(n)
2

. . . . . .

1 q
(n)
m



, R(n) =




1 e
(n)
1

1
. . .
. . . e

(n)
m−1

0 1



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と discrete Lax形式に書ける [8]．以下，discrete-time finite Toda方程式と discrete-time finite

Lotka-Volterra系の解の間の直接的対応 (Miura (or, Bäcklund)変換 [7])

e
(n)
k = u

(n)
2k−1u

(n)
2k , k = 1, 2, . . . , m− 1,

q
(n)
k =

(
1 + u(n)

2k−2

) (
1 + u(n)

2k−1

)
, k = 1, 2, . . . , m. (28)

を用いて Lotka-Volterra系の discrete Lax形式を導出しよう．

まず，３重対角行列 Y (n)を

Y (n) ≡ L(n)R(n) − I (29)

により定める．定義により Y (n) は変数 w
(n)
2k−1, w

(n)
2k を用いて

Y (n) =




y
(n)
1,1 (y(n)

1,2 )
2

1 y
(n)
2,2

. . .
. . . . . .

(y(n)
m−1,m)

2

1 y
(n)
m,m



,

y
(n)
k,k ≡ w(n)

2k−2 + w
(n)
2k−1, y

(n)
k,k+1 ≡

√
w

(n)
2k−1w

(n)
2k

と書ける．タウ関数の正値性より w
(n)
2k−1w

(n)
2k > 0 が成り立つ．Toda方程式の discrete Lax形式

から

Y (n+1)R(n) = R(n)Y (n)

を得るが，ここに含まれる変数 w
(n)
2k−1, w

(n)
2k , V

(n)
k はすべて discrete-time finite Lotka-Volterra系

の変数 u
(n)
2k−1, u

(n)
2k だけで書き下すことができるので，Y

(n+1)R(n) = R(n)Y (n) は Lotka-Volterra

系の discrete Lax形式とみなせよう．さらに， Y (n) を対称化して

Y
(n)
S ≡ (G(n))−1Y (n)G(n),

G(n) ≡ diag
(
g

(n)
1,1 , · · · , g (n)

m−1,m−1, 1
)
, g

(n)
k,k ≡

m−1∏
j=k

√
w

(n)
2j−1w

(n)
2j

を導入すれば，discrete Lax形式は

Y
(n+1)
S = (G(n+1))−1R(n)G(n)Y

(n)
S

(
(G(n+1))−1R(n)G(n)

)−1

とも書ける．これは， Y
(n)
S の固有値が時間発展 n ⇒ n+ 1 のもとで不変であることを意味して

いる．同時に，Y (n)
S は

Y
(n)
S = (B(n))�B(n),
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B(n) ≡




√
w

(n)
1

√
w

(n)
2√
w

(n)
3

. . .

. . .
√
w

(n)
2m−2

0
√
w

(n)
2m−1




(30)

なる形に Cholesky分解可能だから Y
(n)
S は正定値であることもわかる．

さて，本節の前半で述べたようにタウ関数解の n→ ∞ での漸近挙動より

lim
n→∞ Y

(n)
S = diag

(
1
z1
,
1
z2
, · · · , 1

zk

)
(31)

である．従って，極限の行列の対角成分 1/zk は初期値の行列 Y
(0)
S の固有値である．この事実と

Cholesky分解とを合わせれば

σk ≡ 1√
zk

は初期値の上２重対角行列 B(0) の特異値に他ならないことがわかる．

線形数値計算の理論で知られているように，任意の m1×m2 長方形行列 A，ただし，m1 ≤ m2,

は適当な直交行列 U , V によって，UAV = (B O) の形に変換できる．ここに， B は m1 ×m1

上２重対角行列，O は m1 × (m2 −m1) 零行列 (cf. [4])．m2 × m1 長方形行列についても同様．

ゆえに，discrete-time finite Lotka-Volterra系は広いクラスの行列の特異値計算機能をもつことが

わかる．付録では，Lotka-Volterra系による 10 × 10行列の特異値計算例を与える．49回の反復

で 10−6 の精度で収束し，１回の反復における乗除算の数は 38回である．

5 Toda型応用解析とSchur型応用解析　－結び－

qdアルゴリズムはRutishauser [19] によって 1954年に発見された．２種類の添え字 k と n の

いずれの方向に計算を進めるかでこのアルゴリズムの運用法は２通りに大別される．このうち，

n⇒ n+1の計算では，有理型関数の極の計算 [19] を基礎とし，多項式の零点の数値安定な計算法

である progressive qdアルゴリズム [20] へと発展した．続いて，Rutishauser [22] は qdアルゴリ

ズムから行列の固有値計算法 (LRアルゴリズム)を案出した．他方，k ⇒ k+1の計算では，Class

N 関数のChebyshev連分数展開の計算 [19] が知られている．Henrici [5], [6]はRutishauserの先

駆的結果を整理しその詳細を論じた．

Rutishauser [21] はまた同じ 1954年に qdアルゴリズムの連続極限の微分方程式を導出してア

ルゴリズムの漸近挙動を解析した．この微分方程式は今日いう semi-infinite Toda方程式なる可積

分系に他ならない．qdアルゴリズムのもつ２種類の添え字 k と n はそれぞれ Toda方程式の空
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間，時間変数に相当する．逆に，Toda方程式の可積分構造を保つ差分化が qdアルゴリズムに一

致することが Hirota等 [8]によって示されている．

別の視点からは，semi-infinite Toda方程式は，(Legendre, Hermite, Laguerreなど)実軸上の直

交多項式の係数の非線形の変形方程式との理解も可能である．実軸上の直交多項式を定める測度

の線形１パラメータ変形がToda方程式の流れを引き起こすのである．なお，Toda方程式のタウ

関数 (Hankel行列式)の正値性は関連するHamburgerのモーメント問題の可解性を保証している．

また，qdアルゴリズム，すなわち，discrete-time Toda方程式の時間・空間発展には実軸上の直

交多項式のGeronimus変換や discrete Darboux変換なる操作が対応している．これら Toda方程

式に関連した古典解析の概念を「Toda型応用解析の世界」と呼ぶことにする．Toda方程式によ

りこの世界に可積分系の時間・空間変数による経緯線が引かれた．§2で見たように，Toda方程式
の時間変数 n = 1, 2, . . .の導入により初めてChebyshev連分数の多項式時間での計算 k ⇒ k + 1

が可能になったのである．

この視座の獲得により，なぜある種のアルゴリズムが可積分系の構造をもつのかの一端が理解

できるようになるとともに，「可積分系主導によるアルゴリズム開発のプログラム」が現実のもの

となった．本稿 §4では symmetricな測度の変形方程式である Lotka-Volterra系の可積分差分によ

る特異値計算法 [25] を論じ，タウ関数解の n → ∞での漸近挙動と discrete-time Lotka-Volterra

系の Lax表示を合わせることで解の特異値への収束性が証明された．これはタウ関数と Lax表示

という可積分系研究のキーワードを駆使することで得られた「Toda型応用解析の世界」における

最新結果である．

一方，Class N 関数，Chebyshev連分数，Hamburgerモーメント問題，実軸上の直交多項式の

世界には，Class C 関数，Perron連分数，３角モーメント問題，単位円周上の直交多項式 (Szegö

多項式)という “parallel world” (cf. [1], [24]) が存在する．この世界に登場するのはどの可積分系

であろうか？ 最近，文献 [10]において，単位円周上の直交多項式を定める測度の１パラメータ変

形から直交多項式の係数 (Schurパラメータ)の非線形の変形方程式，Schur flow，が誘導される

ことが示された．本稿 §3では [10], [11] に基づいて，discrete Schur flowによる Class C 関数の

Perron連分数展開の計算法と full-discrete mKdV方程式 (discrete real Schur flow)による多項式

の零点の計算法を与えた．これによって Rutishauser以来 45年を経て漸く「Schur型応用解析の

世界」にも可積分系による経緯線が描かれるようになったのである．

最後に，本稿に登場した「Toda型応用解析の世界」と「Schur型応用解析の世界」の諸概念を

まとめよう．
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Toda型応用解析の世界 Schur型応用解析の世界
関数のクラス Class N Class C
補間問題 Nevanlinna Carathéodory
積分表示 Nevanlinna Herglotz
モーメント問題 Hamburger ３角
連分数展開 Chebyshev Perron
連分数の係数 Hankel行列式 Toeplitz行列式
直交多項式 実軸上 単位円周上 (Szëgo)
固有多項式とする行列 Jacobi行列 unitary Hessenberg
アルゴリズム qd (LR) アルゴリズム “discrete Schur flow”
空間シフト k ⇒ k + 1 Chebyshev 連分数計算 Perron連分数計算
時間発展 n⇒ n + 1 有理型関数の極の計算 多項式の零点の計算

多項式の零点の計算
行列の固有値計算
行列の特異値計算

可積分系 discrete-time Toda方程式 “discrete Schur flow”
タウ関数解 Hankel行列式 Toeplitz行列式
連続時間極限 Toda方程式 “Schur flow”
symmetric case Lotka-Volterra系 semi-discrete mKdV方程式

本研究の一部は文部省科学研究費 12440025, 12554004, 12640121 の援助による．
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