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1 はじめに

一般化 Drinfel’d-Sokolov 階層により与えられるソリトン方程式系の相似簡約という視点
による Painlevé 方程式の研究が現在進行中である [KK1], [KK2], [KK3], [KIK]. 研究の背
景やこれまでに得られた方程式については [講究], [学会] を参照していただいて, 本稿で
はこのうち, 論文 [KK3] において与えた three-wave equation と Painlevé VI 型方程式の
対応の紹介と, その q 差分アナログについて述べる.
ここでは微分, q 差分ともに Drinfel’d-Sokolov 階層の意味では ĝl3 の homogeneous 階

層, 戸田階層の意味では 3 成分階層の (1, 1, 1) 簡約として得られるソリトン方程式から出
発し, 以下の段階を経て (q-)Painlevé VI 方程式を与える線形問題に至る.

• 3 成分戸田階層の佐藤-Wilson 作用素W (z; t), W̄ (z; t)

↓ i) 相似簡約 (パラメータ αi, βi, (i = 1, 2, 3) あり)

• 3× 3 行列係数のモノドロミー保存変形方程式.

↓ ii) Laplace 変換

• (q-)Painlevé VI を与えるモノドロミー保存変形方程式

(2× 2 行列係数の Schlesinger 方程式).

微分の場合, 上記 ii) の Laplace 変換は Harnad [H] やMazzocco [M1] により先行する研
究があり, 3× 3 の線形問題に基づく Painlevé VI の解析は, Dubrovin-Mazzocco [DM] (1
パラメータの場合) や Boalch [Bo1], [Bo2] などがある. 本研究ではこの背後にあるソリト
ン方程式の対称性に注目し, [KK2] による一般化された相似簡約の議論を応用し, それま
で知られていなかったパラメータ一般の Painlevé VI をソリトン方程式の相似簡約として
捉えることに成功した. 上記 i) の部分である. さらにこの方法は q 差分ソリトン方程式
に対しても適用でき, その結果, 神保・坂井による q 差分 Painlevé VI を与える線形問題
[JS] が得られる.
以下, 上記の流れに沿って第 2節では微分の場合, 第 3節では q 差分の場合を紹介する.
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2 Three-wave 方程式と Painlevé VI

2.1 佐藤-Wilson 方程式と three-wave 方程式

本稿では Painlevé VI 型方程式に関連することのみを述べるため, ソリトン方程式につい
ては Gauss 分解に基づく一般的な議論は行わずに佐藤-Wilson 方程式から話をはじめる.
また, 論文 [KK3] では, 無限変数, n 成分で議論を行っているがここでは 3 変数, 3 成分に
限定する.
時間変数を t = (t1, t2, t3) で与え, 佐藤-Wilson 作用素を

W (z; t) := I + W1z
−1 + W2z

−2 + · · ·
W̄ (z; t) := W̄0 + W̄1z + W̄2z

2 + · · ·
で定義する. ここで係数 Wi = Wi(t) (i ≥ 1), W̄i = W̄i(t) (i ≥ 0) は 3× 3 行列であり, 特
に W1, W̄0 の行列成分を用いて方程式を記述するので,

W1 = (wij), W̄0 = (w̄ij)

と置く. W , W̄ の時間発展を, 次の 佐藤-Wilson 方程式で与える:

∂W

∂ta
= BaW −WΛa, (2.1)

∂W̄

∂ta
= BaW̄ − W̄Λa (a = 1, 2, 3). (2.2)

ここで
Λa = zEaa, Ba = Ba(z; t) :=

(
WΛaW

−1
)
≥0

(2.3)

と定義する. Eaa は aa 成分のみ 1 の行列単位で, Ba の定義にある右下の ≥ 0 は z に関
して正べきを取るという意味である. 具体的に成分で表すと

B1 =

(
z −w12 −w13

w21 0 0
w31 0 0

)
, B2 =

(
0 w12 0

−w21 z −w23
0 w32 0

)
,

B3 =

(
0 0 w13
0 0 w23−w31 −w32 z

)

となる. なお, ここで与えた佐藤-Wilson 方程式は論文 [KK3] とは若干異なり, いわゆる
「ひねられた佐藤-Wilson 作用素」([Ta1] による) が満たす方程式であるが, 後の議論に影
響はない. 佐藤-Wilson 方程式 (2.2) において, 両辺の z の次数が 0 の項を比較すれば W1

と W̄0 の関係がわかる. すなわち

∂W̄0

∂ta
= Ba,0W̄0 (a = 1, 2, 3) (2.4)

ここで Ba,0 は Ba において z = 0 としたものである. 方程式を成分で書くと,

∂w̄bc

∂ta
= wbaw̄ac (a 6= b),

∂w̄ac

∂ta
= −

∑

b6=a

wabw̄bc (2.5)
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となる. ここで, パラメータ α = (α1, α2, α3) ∈ C3 に依存した形式的 Baker-Akhiezer 関
数を

Ψ(∞)(z; t, α) = W (z; t)

(
3∑

a=1

exp(zta)Eaa

)
zD(α),

Ψ(0)(z; t, α) = W̄ (z; t)

(
3∑

a=1

exp(zta)Eaa

)
zD(α)

により定義する. これらは佐藤-Wilson 方程式により次をみたすことがわかる:

3∑
a=1

∂Ψ

∂ta
= zΨ,

∂Ψ

∂ta
= BaΨ (a = 1, 2, 3). (2.6)

この方程式系の両立条件
[

∂

∂ta
−Ba,

∂

∂tb
−Bb

]
= 0 (1 ≤ a, b ≤ 3) (2.7)

が 3 成分 KP の (1, 1, 1)-reduction の Lax 表示であり, 具体的には

∂wij

∂ta
= wiawaj (i 6= j 6= a) (2.8)

なる 6 組の方程式と reduction の条件

∂wij = 0, ∂ =
∂

∂t1
+

∂

∂t2
+

∂

∂t3
, (2.9)

に帰着される. ここではこの方程式の組を three-wave 方程式と呼ぶ. 実際の three-wave
方程式との変数変換による対応は, たとえば [KvdL] にある.
以下の議論において, W̄−1

0 Ψ(0) の満たす線形方程式が Painlevé VI に付随する線形問
題と対応するので, ここで B̄a を

∂

∂ta
− B̄a := W̄−1

0

(
∂

∂ta
−Ba

)
W̄0

により定義する. W̄0 の満たす方程式 (2.4) より B̄a は

B̄a = W̄−1
0 BaW̄0 − W̄−1

0

∂W̄0

∂ta
= W̄−1

0 ΛaW̄0

と表せる. 今後 W̄−1
0 という行列は何度も現れるので, その ij 成分を ωij と書くことにす

る. すなわち

ωij =
∆ji(W̄0)

det W̄0

, (2.10)

ここで ∆ji(W̄0) は W̄0 の ji 余因子である. また, 佐藤-Wilson 方程式により det W̄0 は変
数 ta によらない定数であることも示せる. そこで, W̄−1

0 Ψ(0) の満たす線形方程式の両立
条件 [

∂

∂ta
− B̄a,

∂

∂tb
− B̄b

]
= 0 (1 ≤ a, b ≤ 3) (2.11)
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により, w̄ij のみで閉じた方程式を書くことができるが, 定義よりすぐに [B̄a, B̄b] = 0 が
わかるので, 単に

∂B̄b

∂ta
=

∂B̄a

∂tb
. (2.12)

となる. この関係式はもちろん (2.5) から示せる.

2.2 Three-wave 方程式の相似簡約

αi, βj ∈ C (i, j = 1, 2, 3) をパラメータとして, 対角行列 D(α), D(β) を

D(α) := diag(α1, α2, α3), D(β) := diag(β1, β2, β3)

で与える. λ ∈ C× により次の変形を行う

Wλ(z; t) := λD(α)W (λ−1z; λt)λ−D(α), (2.13)

W̄λ(z; t) := λD(α)W̄ (λ−1z; λt)λ−D(β), (2.14)

ここで λt := (λt1, λt2, λt3) と置いた. 特に W1, W̄0 の成分は,

wij(t) 7→ λαi−αj+1wij(λt), w̄ij(t) 7→ λαi−βj w̄ij(λt),

という変形を受けることになる.

命題 1. W (z; t), W̄ (z; t) が佐藤-Wilson 方程式 (2.1), (2.2) を満たすとき, Wλ(z; t),
W̄λ(z; t) も (2.1), (2.2) を満たす.

命題は直接代入して計算すれば示せる. このように一般化された Drinfeld-Sokolov 階
層の相似条件に, 時間発展と可換になるようなパラメータがどれくらい入り得るかを調
べ, それにより Painlevé方程式のパラメータが現れる理由付けを与えたことが今回の一連
の研究の主要結果の一つである ([学会] 参照). これにより, 従来知られていなかったパラ
メータ一般での Painlevé VIをソリトン方程式の reductionとして与えることに成功した.
なお, より制限された条件から 1 パラメータの Painlevé VI を導くという議論は [AvdL],
[Du] にある.
そこで次の相似条件を置く:

Wλ(z; t) = W (z; t), W̄λ(z; t) = W̄ (z; t) (2.15)

命題 2. 相似条件 (2.15) のもとで, Baker-Akhiezer 関数Ψ(∞)(z; t, α), Ψ(0)(z; t, β) は線形
方程式

z
∂Ψ

∂z
=

(
D(α) +

3∑
a=1

taBa

)
Ψ,

∂Ψ

∂ta
= BaΨ (a = 1, 2, 3) (2.16)

を満たす.
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証明は dressing method による一般的な方法がある [KK2], [KK3]. または直接相似条
件 (2.15) を λ で微分して λ = 1 とおけば示せる. 直接計算という方法を考えて見ると,
相似条件 (2.15) は, W1, W̄0 の成分に対してさらに条件

3∑
a=1

ta
∂wij

∂ta
= (αj − αi − 1)wij,

3∑
a=1

ta
∂w̄ij

∂ta
= (βj − αi)w̄ij, (2.17)

を課したことになるので, 理屈としては, 方程式 (2.8) に, 条件 (2.9), (2.17) を課せば
Painlevé VI が得られることになる. 実際 [FY], [Kit] などではこの方針で Painlevé VI を
導いているように見える (ただしここでの αi にあたるパラメータは入っていない)が,我々
の以下の議論では wij は表には出さずに w̄ij により Painlevé VI を記述することになる
((2.27) 参照).
命題 2 の z についての線形方程式の係数行列を整理して

z
∂Ψ

∂z
= (zT + V )Ψ

とおく. ここで T := diag(t1, t2, t3) であり, V は

V := D(α) +
3∑

a=1

taBa,0 =




α1 (t2 − t1)w12 (t3 − t1)w13

(t1 − t2)w21 α2 (t3 − t2)w23

(t1 − t3)w31 (t2 − t3)w32 α3


 (2.18)

である. よって方程式系 (2.16) は z = 0 に確定特異点 z = ∞ に rank 1 の不確定特異点
をもつような方程式のパラメータ t によるモノドロミー保存変形方程式であることがわ
かる. さらにパラメータ α, β はそれぞれ z = ∞, 0 におけるモノドロミー指数となって
いる. このように考えると, Baker-Akhiezer 関数 Ψ(0) は z = 0 における形式解, Ψ(∞) は
z = ∞ における形式解とみなせる. ここで, z = 0 において正規化された関数の満たす方
程式を系としてのべておく.

系 1. Ψ = W̄−1
0 Ψ(∞), W̄−1

0 Ψ(0) は次の線形方程式系をみたす.

z
∂Ψ

∂z
=

(
zW̄−1

0 TW̄0 + D(β)
)
Ψ,

∂Ψ

∂ta
= B̄aΨ, (a = 1, 2, 3) (2.19)

この方程式が Painlevé VI に付随する線形問題 (Schlesinger 系) に対応する. 系を示
すには (2.18) で与えた V と W̄0 の関係を調べればよい. W̄ の満たす相似条件 (2.15) を
λ で微分して λ = 1 とおくと

z
∂W̄

∂z
= D(α)W̄ − W̄D(β) +

3∑
a=1

ta
∂W̄

∂ta

となるので, 特に両辺の次数 0 の部分を拾うと,

W̄−1
0 V W̄0 = D(β). (2.20)

となる. これより系が示せる.
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2.3 Laplace 変換

方程式 (2.19) を Schlesinger 系に変換するため, 形式的な Laplace 変換を行う.

Ψ(z) 7→ Φ(ζ) = L[Ψ(z)](ζ) :=

∫

γ

e−zζΨ(z)dz. (2.21)

これは線形方程式の次のような作用素の変換をとみなせる.

Ψ(z)への作用 ↔ Φ(ζ)への作用
(−z)k倍 ↔ ∂k

ζ

∂k
z ↔ ζk倍

この規則にのっとって, 系 1 の線形方程式 (2.19) を書き換えると次の命題が得られる:

命題 3. 関数 Φ(ζ; t) = L[W̄−1
0 Ψ(0)], L[W̄−1

0 Ψ(∞)] は線形方程式系

∂Φ(ζ; t)

∂ζ
=

3∑
a=1

Aa(t)

ζ − ta
Φ(ζ; t), (2.22)

∂Φ(ζ; t)

∂ta
= −Aa(t)

ζ − ta
Φ(ζ; t) (a = 1, 2, 3), (2.23)

を満たす. ここで

Aa(t) := −W̄−1
0 EaaW̄0(D(β) + I) = −W̄−1

0 Eaa(V + I)W̄0. (2.24)

とおいた.

実際, Laplace 変換を実行してみると

(xI + W̄−1
0 TW̄0)

∂Φ(ζ)

∂ζ
= −(D(β) + I)Φ(ζ),

すなわち
∂Φ(ζ)

∂ζ
= −W̄−1

0 (ζI + T )−1W̄0(D(β) + I)Φ(x)

となることから命題 3 は示せる. この結果 4 個の確定特異点 t1, t2, t3,∞ を持つ 3 × 3
Schlesinger 系が得られた.

2.4 Painlevé VI への reduction

Painlevé VI を与える Schlesinger 方程式は 2× 2 行列で表示されるため, はじめの相似条
件 (2.15) を β3 + 1 だけ平行移動しておいて

W (z; t) = λD(α)−(β3+1)IW (λ−1z; λt)λ−D(α)−(β3+1)I ,

W̄ (z; t) = λD(α)−(β3+1)IW̄ (λ−1z; λt)λ−D(β)+(β3+1)I
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とする. 単にパラメータを平行移動しただけなので, 線形方程式の係数行列 V の ij 成分
を, (2.20) を経由して W̄0 のみで表すと

Vij =
(
w̄i1(β1 − β3 − 1) w̄i2(β2 − β3 − 1) −w̄i3

)



ω1j

ω2j

ω3j




=
(
w̄i1(β1 − β3) w̄i2(β2 − β3)

) (
ω1j

ω2j

)
−

3∑
a=1

w̄iaωaj (2.25)

と表せる. ここで ωij は W̄−1
0 の ij 成分であった. さらに Laplace 変換を行った後の係数

行列は

Aa = −W̄−1
0 EaaW̄0(D(β)− β3I)

= −



ω1a

ω2a

ω3a


 (

w̄a1(β1 − β3) w̄a2(β2 − β3) 0
)

となる. こうしてランク 2 の問題に帰着した. さらに左上の 2 行 2 列だけ取り出して

Ãa = −
(

ω1a

ω2a

) (
w̄a1(β1 − β3) w̄a2(β2 − β3)

)
(2.26)

とおく. あとは Ã により得られる線形方程式を

ξ :=
t1 − ζ

t1 − t2
, t :=

t1 − t3
t1 − t2

.

なる変換で書き直すと,

∂Y

∂ξ
=

(
Ã1

ξ
+

Ã2

ξ − 1
+

Ã3

ξ − t

)
Y,

∂Y

∂t
= − Ã3

ξ − t
Y

が得られる. ここからは [JM], [Ok1] に従い (いつもの処方箋)

y =
(t3 − t1)ω1aw̄a2(β2 − β3)

(t1 − t2)ω1aw̄a2(β2 − β3) + (t1 − t3)ω1aw̄a2(β2 − β3)
(2.27)

とおけば Painlevé VI

d2y

dt2
=

1

2

(
1

y
+

1

y − 1
+

1

y − t

)(
dy

dt

)2

−
(

1

t
+

1

t− 1
+

1

y − t

)
dy

dt

+
y(y − 1)(y − t)

2t2(t− 1)2

{
(θ4 − 1)2 − θ2

1

t

y2
+ θ2

3

t− 1

(y − 1)2
+ (1− θ2

2)
t(t− 1)

(y − t)2

}

が得られる. 相似条件で導入したパラメータ αi, βj との対応は,

θ1 = α1 − β3, θ2 = α3 − β3, θ3 = α2 − β3, θ4 = β1 − β2,

である.
なお, この方程式系に対する A

(1)
2 型 affine Weyl 群の対称性を, 我々の佐藤-Wilson 方

程式に基づく方法 [KK2] により構成することができる [KK3]. これと Boalch [Bo2] によ
り考察されている 3× 3 Lax 表示の対称性との関連を見れば F

(1)
4 型Weyl 群対称性 [Ok2]

のどの作用が実現されているのかもわかるのだが, 本稿では省略する.
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3 q 差分 n-wave equation の Lax 表示

さて, 以上の話の q 差分アナログをやってみようというのが次の目標である.

3.1 q 差分佐藤-Wilson 方程式

q 差分に関する時間発展の変数を x = (x1, x2, x3) とおき, 各々の変数に関する q-shft 演
算子を T1, T3, T3 とおく. すなわち

Tjxk = qδjkxk (j, k = 1, . . . , n)

である. さらに見やすくするために x の関数 f への Tj の作用を

f (j)(x) := Tjf(x), f (jk)(x) := TjTkf(x), . . .

のように略記する. さて, q 差分の場合も佐藤-Wilson 作用素は次で定義される ([Ta2] 参
照):

W = W (z; x) := I + W1(x)z−1 + W2(x)z−2 + · · ·
W̄ = W̄ (z; x) := W̄0(x) + W̄1(x)z + W̄2(x)z2 + · · ·

ここでも Wj = Wj(x), W̄j = W̄j(x) は 3× 3 行列とする. 今度は変数 x についての時間
発展を差分方程式

W (a)(I − εxaΛa) = (I − εxaBa)W, (3.1)

W̄ (a)(I − εxaΛa) = (I − εxaBa)W̄ (3.2)

で定義する. ここで ε = 1 − q であり, Λa = zEaa は微分のときと同様, また Ba(z; x) は
次で定義される:

Ba :=
(
W (a)ΛaW

−1
)
≥0

= Λa + W
(a)
1 Eaa − EaaW1. (3.3)

q 差分作用素を用いてこれらの式を書き直すと,

I − Ta

εxa

W = BaW −W (a)Λa = −(
W (a)ΛaW

−1
)

<0
W,

I − Ta

εxa

W̄ = BaW̄ − W̄ (a)Λa,

となるので, これらが微分の場合の佐藤-Wilson 方程式 (2.1), (2.2) の自然な q 差分化で
あることがわかる.

Baker-Akhiezer 関数を定義するため q 指数関数を

ẽq(z) := (εzq−1; q−1)∞ =
∞∏
i=0

(1− εzq−i−1) (3.4)
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で導入する. ここでは, |q| > 1 として考えおり, この範囲で収束する関数を用いて定義し
た. これは後に q 差分 Painlevé VI に付随する線形問題に対応させるときに q−1-shift の
差分方程式を用いるために合わせただけであり本質的なことではない. q 指数関数は

ẽq(qz) = (1− εz)ẽq(z) ⇔ 1− Tq

εz
ẽq(z) = ẽq(z) (3.5)

を満たす. この関数を用いて q 差分形式的 Baker-Akhiezer 関数を

Ψ(∞)(z; x, α) = W (z; t)

(
3∑

a=1

ẽq(zxa)Eaa

)
zD(α), (3.6)

Ψ(0)(z; x, α) = W̄ (z; t)

(
3∑

a=1

ẽq(zxa)Eaa

)
zD(α) (3.7)

で定義すると, q 差分佐藤-Wilson 方程式 (3.1), (3.2) と q 指数関数の満たす方程式 (3.5)
より, q 差分形式的 Baker-Akhiezer 関数は次の差分方程式をみたすことがわかる:

I − Ta

εxa

Ψ = BaΨ ⇔ TaΨ = (I − εxaBa)Ψ. (3.8)

以下では主に q 差分よりも q-shift で方程式を記述するので, (3.8) の右側の方程式の係数
を z のべきで整理して

I − εxaBa = I − εxa(Λa + W
(a)
1 Eaa − EaaW1)

=: −zεXa + Va,

とおく. すなわち

Xa := xaEaa, Va := I − ε(W
(a)
1 Xa −XaW1) (3.9)

である. ここでも W1 の成分を wij, W̄0 の成分を w̄ij とおいて具体的に表示すると,

V1 = I − εx1




w
(1)
11 − w11 −w12 −w13

w
(1)
21 0 0

w
(1)
31 0 0


 ,

V2 = I − εx2




0 w
(2)
12 0

−w21 w
(2)
22 − w22 −w23

0 w
(2)
32 0


 ,

V3 = I − εx3




0 0 w
(3)
13

0 0 w
(3)
23

−w31 −w32 w
(3)
33 − w33


 .

よって佐藤-Wilson 方程式 (3.2) の 0 次の項を比較して

w̄bc − w̄
(a)
bc

εxa

= w
(a)
ba w̄ac (b 6= a),

w̄ac − w̄
(a)
ac

εxa

= w(a)
aa w̄aa −

3∑

b=1

wabw̄bc (3.10)
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が得られる. すなわち (2.5) の q 差分化である.
また, q 差分の場合も Ψ(0) の top term を正規化した W̄−1

0 Ψ(0) のみたす方程式

TaΨ =
(
I − εxa(W̄

(a)
0 )−1ΛaW̄0

)
Ψ (a = 1, 2, 3) (3.11)

が q 差分 Painlevé VI の線形問題に対応する. そこで, (3.11) の係数行列を I − εzV̄a と略
記する. すなわち

zV̄a := xa(W̄
(a)
0 )−1ΛaW̄0 = z(W̄

(a)
0 )−1XaW̄0

とおく.

3.2 q 差分 three-wave 方程式

q 差分方程式 (3.8) の両立条件

TaTbΨ = TbTaΨ (a, b = 1, 2, 3)

から得られる方程式

(−εzXb + V
(a)
b )(−εzXa + Va) = (−εzXa + V (b)

a )(−εzXb + Vb). (3.12)

が 3 成分 q-KP の (1, 1, 1)-reduction であり, これを q 差分 three-wave equation と呼ぶ
ことにする. (3.12) を z について展開すると z2 の係数が 0 となることはすぐにわかるの
で, z1, z0 の係数を比較して

XbVa + V
(a)
b Xa = XaVb + V (b)

a Xb (3.13)

V
(a)
b Va = V (b)

a Vb (3.14)

が得られる. なお, 梶原・野海・山田 [KNY] による q KP 方程式は, この議論における佐
藤-Wilson 作用素を適当に置き換え, ここにある 2 組の方程式 (3.13), (3.14) に対応する
方程式を Va の成分で記述したものである ([学会] 参照). ここではさらに定義式 (3.9) に
より W1 の成分の満たす関係式として方程式を与える. すると (3.13) は trivial な関係式
となり, (3.14) は直接成分を比較することにより,

w(a)
aa − waa + w(b)

aa − w(ab)
aa + εxb

(
w

(b)
ab wba − w

(ab)
ab w

(a)
ba

)
= 0 (3.15)

xa(w
(b)
ab − wab) + xb(w

(ab)
ab − w

(b)
ab )

+ εxaxb

(
w

(b)
ab wbb − w(ab)

aa w
(b)
ab +

3∑
i=1

w
(b)
ai w

(b)
ia

)
= 0 (3.16)

w(b)
ac − wac + εxbw

(b)
ab wbc = 0 (3.17)

の 3 種類の方程式に帰着されることがわかる. これが q 差分 three-wave 方程式である.
(3.17) を

wac − w
(b)
ac

εxb

= w
(b)
ab wbc

と書き直せば, 微分のときの three-wave (2.8) の自然な q 差分化であることがわかる.
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一方 (3.11) の両立条件より得られる関係式

(I − εzV̄
(a)
b )(I − εzV̄a) = (I − εzV̄ (b)

a )(I − εzV̄b) (3.18)

と, これを z で展開して z1, z2 の係数として得られる方程式

xaV̄a + xbV̄
(a)
b = xbV̄b + xaV̄

(b)
a , (3.19)

V̄
(a)
b V̄a = V̄ (b)

a V̄b (3.20)

を W̄0 の成分で表すと, 今度は (3.20) は trivial な関係式になり, (3.19) からは

xaω
(a)
ia w̄aj + xbω

(ab)
ib w̄

(a)
bj = xbω

(b)
ib w̄bj + xaω

(ab)
ia w̄

(b)
aj (3.21)

が得られる. ここで ωij は W̄−1
0 の ij 成分 (2.10) であったことを注意する. これも

1− Tb

εxb

ω
(a)
ia w̄aj =

1− Ta

εxa

ω
(b)
ib w̄bj

と書き直せば (2.12) の q 差分化となっていることがわかる.

3.3 q 差分 scaling symmetry と相似簡約

微分のときの相似変形 (2.13), (2.14) と同様

Wλ(z; x) := λD(α)W (λ−1z; λx)λ−D(α),

W̄λ(z; x) := λD(α)W̄ (λ−1z; λx)λ−D(β)

とする. ここでも λx = (λx1, λx2, λx3) である. するとやはり次が成り立つ.

命題 4. W (z; x) と W̄ (z; x) が q 差分佐藤-Wilson 方程式 (3.1), (3.2) をみたすとき,
Wλ(z; x) と W̄λ(z; x) も (3.1), (3.2) を満たす.

この命題も直接代入して計算すれば示せる. さらに微分のときと同じく

Wλ(z; x) = W (z; x), W̄λ(z; x) = W̄ (z; x) (3.22)

という相似簡約条件をおく. この条件のもとで λ = q とおくと, Baker-Akhiezer 関数は

Ψ(qz; x) = qD(α)Ψ(z; qx)

= qD(α)
(−εzX1 + V

(2,3)
1

)(−εzX2 + V
(3)
2

)(−εzX3 + V3

)
Ψ(z; x)

という差分方程式を満たすことがわかる. 一見, この表示だと係数行列は z の 3 次式に見
えるが, 実際に展開すると z3, z2 の係数が 0 となることは, Va を W1 による表示に直す
ことによりわかり, z1 の係数についても, 差分方程式 (3.17) を用いて整理すると係数行列
が対角行列になっていることがわかる. その結果得られる差分方程式は

Ψ(qz; x) = qD(α)
(
−εz(X1 + X2 + X3) + V

(23)
1 V

(3)
2 V3

)
Ψ(z; x)

となる. これが Painlevé VI の 3× 3 Lax 表示の q 差分版である. X := X1 + X2 + X3 =
diag(x1, x2, x3) とおいてまとめると,
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命題 5. 相似条件 (3.22) のもとで, q 差分Baker-Akhiezer 関数 (3.6), (3.7) は

Ψ(qz; x) = qD(α)
(
−εzX + V

(23)
1 V

(3)
2 V3

)
Ψ(z; x), (3.23)

TaΨ(z; x) = (−zεXa + Va)Ψ(z; x) (a = 1, 2, 3) (3.24)

を満たす.

この係数行列の z に関して 0 次の項を W̄0 で表す. 相似条件 (3.22) で λ = q とおき,
特に grade 0 の部分だけ見ると,

W̄0(x) = qD(α)W̄0(qx)q−D(β) (3.25)

一方, W̄0 は差分方程式 TaW̄0 = VaW̄0 をみたすので

W̄0(qx) = T1T2T3W̄0(x) = V
(23)
1 V

(3)
2 V3W̄0(x) (3.26)

となる. (3.25), (3.26) を合わせると,

qD(α)V
(2,3)
1 V

(3)
2 V3 = W̄0(x)qD(β)W̄0(x)−1 (3.27)

となる.
この場合もやはり W̄−1

0 Ψ(∞), W̄−1
0 Ψ(0) の満たす方程式を後で用いるので, 系として述

べておく.

系 2. Ψ = W̄−1
0 Ψ(∞), W̄−1

0 Ψ(0) は次を満たす:

Ψ(qz; x) = W̄−1
0 qD(α)

(
−εzX + V

(23)
1 V

(3)
2 V3

)
W̄0Ψ(z; x)

=
(
qD(β) − εzW̄−1

0 qD(α)XW̄0

)
Ψ(z; x), (3.28)

TaΨ(z; x) =
(
I − εzV̄a

)
Ψ(z; x), V̄a := (W̄

(a)
0 )−1XaW̄0. (3.29)

3.4 q 差分 Laplace 変換

微分の場合と同様に形式的な Laplace 変換を考える. |q| > 1 という条件で考えているこ
とに注意すると, 定積分の q 類似である Jackson 積分は

∫ ∞

0

f(t)dqt = (1− q−1)
∞∑

n=−∞
f(qn)qn (3.30)

と定義される. q 差分形式的 Laplace 変換を, q 指数関数 ẽq(z) (3.4) を積分核とする
Jackson 積分により定義する. すなわち

Ψ(z) =

∫ ∞

0

Φ(ζ)ẽq(zζ)dqζ = (1− q−1)
∞∑

n=−∞
Φ(qn)ẽq(zq

n)qn

である. 積の積分に関する公式
∫ ∞

0

f(t)− f(qt)

εt
g(t)dqt =

∫ ∞

0

f(t)
g(t)− g(q−1t)

εt
dqt (3.31)
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を用いると, q 差分作用素

Dq,z :=
1− Tq,z

εz

と掛け算作用素 (z 倍) との間に次の関係があることがわかる.

Ψ(z)への作用 ↔ Φ(ζ)への作用
z倍 ↔ Dq−1,ζ

Dq,z ↔ ζ倍

または, q 差分 Laplace 変換を, このような q 差分作用素と掛け算作用素の形式的な変換
とみなしてもよい. また, この 2 つの関係式より

Ψ(qz) ↔ q−1Φ(q−1ζ) (3.32)

という対応があることもわかる. この規則にのっとって, 線形方程式 (3.28), (3.29) を書き
換えると次の命題を得る.

命題 6. q 差分 Baker-Akhiezer 関数Ψ = W̄−1
0 Ψ(∞), W̄−1

0 Ψ(0) の q Laplace 変換により得
られる関数は次を満たす:

Φ(q−1ζ; x) = ζW̄−1
0

(
ζI − qD(α)+IX

)−1
qD(α)+I

× (−Xζ−1 + V
(2,3)
1 V

(3)
2 V3

)
W̄0Φ(ζ; x) (3.33)

=

(
I +

3∑
a=1

ζAa(x)

ζ − qαa+1xa

)
Φ(ζ; x), (3.34)

TaΦ(ζ; x) =

(
I − xa

(W̄
(a)
0 )−1EaaW̄0(I − qD(β)+I)

ζ − qαa+1xa

)
Φ(ζ; x). (3.35)

ここで

Aa(x) : = −W̄−1
0 EaaW̄0

(
I − qD(β)+I

)
(3.36)

= −W̄−1
0 Eaa

(
I − qD(α)+IV

(23)
1 V

(3)
2 V3

)
W̄0

(a = 1, 2, 3) である.

実際に (3.28) の Va による表示に対し q 差分 Laplace 変換を行うと,

W̄−1
0

(
I − qD(α)+IXζ−1

)
W̄0Φ(q−1ζ; x)

= W̄−1
0 qD(α)+I

(
−Xζ−1 + V

(23)
1 V

(3)
2 V3

)
W̄0Φ(ζ; x)

となるので, (3.33) を得る. 一方, (3.28) の W̄0 表示に q 差分 Laplace 変換を行うと,

(
ζI − W̄−1

0 qD(α)+IXW̄0

)
Φ(q−1ζ; x)

=
(
ζqD(β)+I − W̄−1

0 qD(α)+IXW̄0

)
Φ(ζ; x) (3.37)

=
(
ζ(qD(β)+I − I) + W̄−1

0 (ζI − qD(α)+IX)W̄0

)
Φ(ζ; x)
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となるので

(ζI − qD(α)+I)−1 =
3∑

a=1

Eaa

ζ − qαa+1

に注意して書き直せば (3.34) が得られる. また, (3.35) は (3.29) を q-Laplace 変換により
書き換えて (3.34) を代入すればよい.

3.5 q 差分 Painlevé VI との対応

q 差分 Painlevé VI は独立変数 t, 従属変数 f, g に対し次で与えられる [JS]:

T (g) =
(f − ta1)(f − ta2)b3b4

g(f − a3)(f − a4)
, T−1(f) =

(g − tb1)(g − tb2)a3a4

f(g − b3)(g − b4)
(3.38)

ここで T は変数 t を q 倍する作用素で, ai, bi (i = 1, 2, 3, 4) はパラメータである. この方
程式は, 2× 2 行列係数の q 差分方程式

Y (qζ, t) = A(ζ, t)Y (x, t), A(ζ, t) = A0(t) +A1(t)ζ +A2(t)ζ
2 (3.39)

で，係数行列が条件

A2(t) =

(
κ1 0
0 κ2

)
, A0(t) の固有値は tθ1, tθ2,

θ1

θ2

,
κ1

κ2

6∈ {q±1, q±2, . . . }

を満たすものの, ζ = 0,∞ における解の接続行列を不変に保つような, パラメータ t によ
る変形条件として与えられる. 具体的には, 係数行列 A(ζ, t) の行列式が

detA(ζ, t) = κ1κ2(x− ta1)(x− ta2)(x− a3)(x− a4)

となるとき, t に関する差分方程式

Y (ζ, qt) = B(ζ, t)Y (ζ, t), B(ζ, t) =
ζ(ζI + B0(t))

(ζ − qta1)(ζ − qta2)
(3.40)

との両立条件として与えられる方程式である. (3.38) の従属変数 f, g は

f = −A
12
0

A12
1

, g =
(A12

0 + ta1A12
1 )(A12

0 + ta2A12
1 )

q (A11
0 (A12

1 )2 −A11
1 A12

0 A12
1 + κ1(A12

0 )2)
(3.41)

で, パラメータ bj は

b1 =
a1a2

θ1

, b2 =
a1a2

θ2

, b3 =
1

qκ1

, b4 =
1

κ2

で与えられる. ここで Ajk
i は行列 Ai(t) の jk 成分を表す.

本稿での主結果は, q-three wave 方程式の Lax 表示の Laplace 変換により得られた q
差分方程式系 (3.34), (3.35) から q Painlevé VI に付随する線形問題が得られるというこ
とである.
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定理 1. 条件 x3 = 0 とおき, x1 = γt (γは定数), x2 を定数とみなしたとき, q 差分方程
式系 (3.34), (3.35) は, q Painlevé VI を与える方程式系 (3.39), (3.40) と同値である. パラ
メータの対応は

κ1 = qβ1+1, κ2 = qβ2+1, θ1 = γx2q
α1+α2+2, θ2 = γx2q

α1+α2+α3+3,

a1 = γ, a2 = γqα1+1, a3 = x2, a4 = x2q
α2+1.

となる.

3.5.1 証明の概略

x3 = 0 とおくと (3.9) より V3 = I となる. よって命題 6 の ζ に関する方程式は

Φ(q−1ζ; x) =

(
I + ζ

(
A1(x)

ζ − q1+α1x1

+
A2(x)

ζ − q1+α2x2

+
A3(x)

ζ

))
Φ(ζ; x)

= W̄−1
0 diag

(
(ζ − qα1+1x1)

−1, (ζ − qα2+1x2)
−1, ζ−1

)

× qD(α)+Iζ
(−X1ζ

−1 + V
(23)
1

)(−X2ζ
−1 + V

(3)
2

)
W̄0Φ(ζ; x)

となり, x1 についての方程式 (3.35) は

T1Φ(ζ; x) =

(
I − x1

(W̄
(1)
0 )−1E11W̄0(I − qD(β)+I)

ζ − qα1+1x1

)
Φ(ζ; x) (3.42)

となる. ここで, 得られた方程式系が ζ に関しては q−1-shift なのだが x1 に関しては
q-shift となっているため, (3.42) については係数行列の逆行列を考えないといけないこと
を注意する. さて

Φ(ζ, x) =
Y (ζ, x)∏∞

i=0(1− qα1−ix1ζ−1)
∏∞

i=0(1− qα2−ix2ζ−1)

により Y (ζ, x) を導入すれば係数行列の分母を払うことができ, その結果得られる, ζ に
ついての多項式となる係数行列を Ã(ζ; x) = Ã2ζ

2 + Ã1ζ + Ã0 とおくと,

Ã(ζ; x) =ζ2(I + A1 + A2 + A3)

− ζ
(
q1+α1x1(I + A2 + A3) + q1+α2x2(I + A1 + A3)

)

+ qα1+α2+2x1x2(I + A3) (3.43)

=W̄−1
0 diag

(
ζ(ζ − qα2+1x2), ζ(ζ − qα1+1x1), (ζ − qα1+1x1)(ζ − qα2+1x2)

)

× qD(α)+I
(−X1ζ

−1 + V
(2,3)
1

)(−X2ζ
−1 + V

(3)
2

)
W̄0 (3.44)

となる. この係数行列が [JS] の q 差分方程式の条件を満たすことを順に調べていく. ま
ず ζ2 の係数は (3.36) より

Ã2 = I + A1 + A2 + A3 = qI+D(β)

となり, これより

Ã1 = q1+α1x1(A1 − qD(β)+I) + q1+α2x2(A2 − qD(β)+I),

Ã0 = qα1+α2+2x1x2(I + A3).
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と表せる.
ここでランク 2 の問題にするため β3 = −1 とおく. これは微分のときに述べた相似条

件のパラメータの平行移動で実現できるので, 一般性を失わない. このとき (3.36) より係
数行列 Ai の 3 列目は 0 になるので, 左上の 2× 2 ブロックの部分のみ考え, その行列を
A(ζ, x) = A2ζ

2 +A1ζ +A0 とおくことにする. もちろん

A2 =

(
qβ1+1 0

0 qβ2+1

)

である. 以下,

• A0 の固有値は qα1+α2+2x1x2, q
α1+α2+α3+3x1x2 となる.

• detA(ζ; x) の零点は ζ = x1, x2, q
α1+1x1, q

α1+1x1 となる.

• 変形方程式 (3.42) の係数行列の逆行列が (3.40) のように表示される

となることを示す. いずれも明らかとまでは言えないのだが, 詳しい証明は本稿では省略
する. 特に x1 か x2 のどちらかを定数とおき, どちらかを変形パラメータにあたる変数と
することにより q Painlevé VI が得られることがわかる. さらに方程式 (3.38) の変数 f , g
と q three-wave の変数との対応は, (3.41) を書き直した

f = −A
12
0

A12
1

, g =
(A12

0 + x1A12
1 )(A12

0 + x1q
α1+1A12

1 )

q (A11
0 (A12

1 )2 −A11
1 A12

0 A12
1 + qβ2+1(A12

0 )2)

に,

A12
0 = qα1+α2+2x1x2ω13w̄32

A12
1 = qα1+1x1ω11w̄12 + qα2+1x2ω12w̄22

A11
0 = qα1+α2+2x1x2(1 + ω13w̄31

A11
1 = −qα1+1x1(1 + ω12w̄21 + ω13w̄31)− qα2+1x2(1 + ω11w̄11 + ω13w̄31)

を代入すれば得られる.

4 おわりに

本稿の出発点となる佐藤-Wilson 方程式を n 成分系に拡張して同様の議論を行えば, 微分
の場合は Garnier 系の n × n Lax 表示 [M2] に対応することもわかる. さらに n 成分 q
差分系の場合は, やはり坂井による q-Garnier 系 [Sa] の Lax 表示に対応するものと思わ
れる.
また, 本稿に述べた q three-wave の場合に限っても, q 差分 Painlevé VI への affine

Weyl 群対称性や, 幾何クリスタルとの関係, ソリトン方程式の立場による τ 関数や有理
解の考察 [TM] など考えるべき問題は多い.
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Painlevé equations, J. Phys. A: Math. Gen. 23 (1990), 3543–3553.
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